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MỞ ĐẦU

Lịch sử vấn đề và lý do chọn đề tài

Trải qua hơn nửa thế kỷ hình thành và phát triển, lý thuyết bài

toán cân bằng đã dần khẳng định được vai trò cũng như sự phát triển

của mình trong Lý thuyết tối ưu, Toán học ứng dụng và các mô hình

thực tế.

Bài toán EP(C, f) đã được các tác giả Nikaido H. và Isoda K. giới

thiệu lần đầu tiên năm 1955 khi tổng quát hóa mô hình cân bằng Nash

trong lý thuyết trò chơi không hợp tác. Sau đó, Kỳ Fan (1972) xét bài

toán này dưới dạng một bất đẳng thức minimax và sự tồn tại nghiệm

của bài toán được chỉ ra với điều kiện là tập lồi, compact của tập C và

song hàm f là tựa lồi trên C. Kết quả này của Ky Fan được mở rộng bởi

Brezis H. và đồng nghiệp trong (1987). Năm 1992, các tác giả Muu L.D.

và Oettli W. gọi bài toán này là bài toán cân bằng và đề xuất thuật toán

hàm phạt tìm nghiệm của bài toán cân bằng khi song hàm f đơn điệu.

Sau đó, năm 1994, các tác giả Blum E. và Oettli W. tiếp tục nghiên

cứu về bài toán cân bằng. Sau khi nghiên cứu của Blum E. và Oettli W.

được công bố, bài toán cân bằng đã thu hút sự chú ý của rất nhiều các

nhà nghiên cứu.

Về mặt hình thức, bài toán EP(C, f) có dạng khá đơn giản nhưng nó

chứa đựng được nhiều lớp bài toán quan trọng thuộc nhiều lĩnh vực khác
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nhau như: bài toán tối ưu, bài toán điểm yên ngựa, bài toán bất đẳng

thức biến phân, bài toán điểm bất động, bài toán cân bằng Nash. Từ

kết quả của các bài toán riêng lẻ nói trên, với những điều chỉnh phù hợp

ta có thể mở rộng cho bài toán cân bằng tổng quát. Điều này giải thích

vì sao bài toán cân bằng mặc dù mới được chú ý gần đây nhưng đã có

rất nhiều các công trình của các nhà khoa học quan tâm nghiên cứu.

Bên cạnh các nghiên cứu liên quan đến bài toán cân bằng, một lớp

bài toán khác được đề cập trong luận án này là bài toán điểm bất động.

Lý thuyết điểm bất động đã ra đời khoảng một thế kỷ và phát triển

mạnh mẽ trong những thập kỷ gần đây. Sự ra đời của nguyên lý điểm

bất động Brouwer (1912) và ánh xạ co Banach (1922) đã hình thành 2

hướng chính của lý thuyết điểm bất động: Sự tồn tại điểm bất động của

ánh xạ liên tục và sự tồn tại điểm bất động của ánh xạ co. Nguyên lý

điểm bất động Brouwer và nguyên lý ánh xạ co Banach là kết quả khởi

đầu cho lý thuyết điểm bất động. Những năm 60 của thế kỷ 20, nguyên

lý điểm bất động dạng co được phát triển mạnh mẽ. Lý thuyết này cho

phép ta xây dựng thuật toán tìm nghiệm của bài toán.

Trong những năm gần đây, nhiều nhà nghiên cứu đã quan tâm đến

bài toán tìm nghiệm của bài toán cân bằng trên tập nghiệm của bài toán

cân bằng khác hoặc tìm nghiệm của bài toán cân bằng trên tập điểm

bất động chung của các ánh xạ. Lớp bài toán này được gọi là bài toán

cân bằng hai cấp. Cùng các hướng nghiên cứu định tính, hướng nghiên

cứu về phương pháp giải và ứng dụng bài toán này vào trong các mô

hình thực tế đóng một vai trò rất quan trọng.

Nhận ra tầm quan trọng và sự cần thiết của việc nghiên cứu các thuật

giải hữu hiệu trên máy tính, có ứng dụng trong các mô hình thực tiễn,
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luận án "Một số phương pháp giải bài toán cân bằng trên tập điểm bất

động" đề xuất các thuật toán mới, ứng dụng tính toán trên phần mềm

Matlab với các số liệu cụ thể.

Ngoài phần mở đầu, kết luận, danh mục các công trình khoa học của

tác giả liên quan đến luận án và danh mục tài liệu tham khảo, luận án

gồm 3 chương. Các kết quả chính của luận án được viết ở các chương 2

và chương 3.

Các kết quả chính của luận án được viết dựa trên 04 bài báo, trong

đó 03 bài xuất bản trên tạp chí SCIE, 01 bài báo đã gửi đăng trên tạp

chí SCIE.
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Chương 1

Một số kiến thức cơ bản về bài toán

cân bằng và bài toán điểm bất động

Trong chương này, chúng tôi trình bày một số khái niệm cơ bản

cũng như các kết quả bổ trợ cần thiết được sử dụng ở các chương sau.

Nội dung chương được trình bày thành ba phần chính. Phần đầu tiên

nhắc lại những khái niệm cần thiết về Giải tích hàm, Giải tích lồi có

liên quan đến luận án. Phần thứ hai giới thiệu về bài toán cân bằng, các

trường hợp riêng của nó cùng một số điều kiện về sự tồn tại nghiệm của

bài toán cân bằng. Phần cuối của chương trình bày về bài toán điểm bất

động và một số phương pháp lặp cơ bản được dùng để giải bài toán này.

Nội dung chương được viết dựa trên các tài liệu Cegielski, A. (2013),

Konnov, I.V. (2001), Muu, L.D. (2016), Facchinei, F. (2003), Fan, K.

(1972), Giannessi, F. (2004).
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Chương 2

Các phương pháp chiếu mở rộng

Trong chương này, chúng tôi trình bày một số phương pháp chiếu

để giải bài toán cân bằng (2.1) trên tập điểm bất động trong không gian

Hilbert thực H với giả thiết song hàm f là đơn điệu mạnh và có tập

dưới vi phân xấp xỉ là liên tục Lipschitz theo kiểu Hausdorff trên tập C.

Thuật toán đầu là sự kết hợp kỹ thuật dưới đạo hàm xấp xỉ của Santos

P. (2011) và lược đồ hướng giảm lai ghép của Yamada I. (2013). Ở Thuật

toán thứ hai, chúng tôi kết hợp kỹ thuật lặp điểm bất động của Mann

W.R. (2003) và phương pháp dưới đạo hàm song song để giải bài toán

(2.1) khi C = H.

Xuất phát từ ý tưởng của phương pháp đạo hàm tăng cường giải bài

toán cân bằng và phép lặp Mann giải bài toán điểm bất động (Anh, P.N.,

2013), với kỹ thuật chiếu song song của tác giả Anh P.N. (2020) và của

Strodiot J.J., Hai T.N. (2022, 2012), trong mục 2.4, chúng tôi đề xuất

một thuật toán chiếu mới giải bài toán (2.7). Các tính toán minh họa

của thuật toán và kết quả so sánh với các thuật toán khác cũng được

trình bày chi tiết ở các mục 2.3 và 2.4.3. Nội dung của chương này được

viết dựa trên hai bài báo [CT1., CT4.] trong Danh mục công trình khoa

học đã được công bố.
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Bài toán cân bằng trên tập điểm bất động (2.1) được phát biểu dưới

dạng:

Cho Si : C → C (i ∈ I := {1, 2, . . . , p}) là ánh xạ βi−nửa co.

Tìm x∗ ∈ Ω sao cho f(x∗, y) ≥ 0, ∀y ∈ Ω, (2.1)

ở đây Ω = ∩i∈IFix(Si) và Fix(Si) := {x ∈ C : Si(x) = x}.

2.1 Phương pháp chiếu song song xấp xỉ

Thuật toán 2.1. Khởi tạo: Lấy điểm bất kỳ x0 ∈ C.

Bước lặp: k = 1, 2, · · ·

Bước 1. Chọn các tham số thỏa mãn điều kiện sau:

τ ∈ (0, β), 0 < τk ≤ γk < min
{

2β
L2 ,

2(β−τ)
L2−τ2 ,

1
τ

}
,

0 < a ≤ αk,i < min
{

1−βi
2 : i ∈ I

}
,

εk ≤ γk,
∑∞

k=0 ε
2
k < +∞,∑∞

k=0 γk = +∞,
∑∞

k=0 γ
2
k < +∞,

∑∞
k=0 γkτk < +∞.

(2.2)

Bước 2. Tính
yki = (1− αk,i)xk + αk,iSi(x

k), ∀i ∈ I,

yk := yki0, với i0 ∈ argmax{‖yki − xk‖ : i ∈ I},

xk+1 ∈ PrεkC (yk − γkuk), uk ∈ ∂τk2 f(yk, yk).

(2.3)

Bước 3. Đặt k := k + 1 và quay lại Bước 1.

Để chứng minh sự hội tụ của dãy lặp xác định bởi thuật toán 2.1,

trước tiên, chúng tôi chứng minh được bổ đề 2.1.

Bổ đề 2.1. Cho C là một tập con lồi đóng khác rỗng trong không gian

thực H, g : C × C → R là một song hàm cân bằng, g(x, x) = 0 với mọi
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x ∈ C. Với mỗi x ∈ C, g(x, y) nửa liên tục dưới, lồi, khả dưới vi phân

theo y trên C. Cho ε ≥ 0, g là β-đơn điệu mạnh trên C và ∂ε2g(x, x) là

compact, liên tục Lipschitz với hằng số L > 0 trên C sao cho β ≤ L. Khi

đó, ánh xạ đa trị

S(x) := {x− γwx : wx ∈ ∂ε2g(x, x), x ∈ C} , ∀x ∈ C,

là 2
√
γε−co với hằng số δ =

√
1− γ(2β − γL2) dưới điều kiện γ ∈(

0, 2β
L2

)
.

Ngoài ra, chúng tôi cũng dùng đến một số bổ đề cơ bản được phát

biểu lại dưới đây.

Bổ đề 2.2. Cho {ak} và {δk} là các dãy số không âm thỏa mãn

ak+1 ≤ ak + δk, ∀k ≥ 0,

với {δk} với
∞∑
k=0

δk <∞. Khi đó, tồn tại giới hạn lim
k→∞

ak <∞.

Bổ đề 2.3. Cho {ak} là dãy số không âm. Giả sử rằng với mỗi số nguyên

m, tồn tại một số nguyên p sao cho p ≥ m và ap ≤ ap+1. Cho k0 là một

số nguyên sao cho ak0 ≤ ak0+1 và xác định, với mọi số nguyên k ≥ k0,

τ(k) = max{i ∈ N : k0 ≤ i ≤ k, ai ≤ ai+1}.

Khi đó, 0 ≤ ak ≤ aτ(k)+1 với mọi k ≥ k0. Hơn nữa, dãy {τ(k)}k≥k0 là

không giảm và dần tới +∞ khi k →∞.

Bổ đề 2.4. Giả sử rằng S : H → H là một ánh xạ m−nửa co sao cho

Fix(S) 6= ∅ và α ∈ [0, 1−m]. Khi đó, ánh xạ Sα = (1− α)I + αS là tựa

không giãn trên H. Hơn nữa,

‖Sα(x)−x∗‖2 ≤ ‖x−x∗‖2−α(1−m−α)‖S(x)−x‖2, ∀x ∈ H, x∗ ∈ Fix(S).
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Bổ đề 2.5. Cho {ak} ⊂ R+ là dãy số thỏa mãn bất đẳng thức

ak+1 ≤ (1− αk)ak + αkδk

với {αk} ⊂ [0, 1] và {δk} ⊂ R. Nếu
∑∞

k=0 αk = +∞ và lim supk→∞ δk ≤ 0,

thì limk→∞ ak = 0.

Sử dụng bổ đề 2.1 và các bổ đề được nhắc lại ở trên, chúng tôi chứng

minh được sự hội tụ của phương pháp chiếu song song qua định lý 2.1.

Định lý 2.1. Cho f : C × C → R là β đơn điệu mạnh, liên tục yếu,

ε ≥ 0, x ∈ C, ∂ε2f(x, x) compact, liên tục Lipschitz với hằng số L > 0

trên H sao cho β ≤ L. Với mỗi i ∈ I, ánh xạ Si : H → H là βi−nửa co

sao cho tập Ω 6= ∅. Khi đó, dãy {xk}, {yk} sinh ra bởi thuật toán hội tụ

mạnh tới nghiệm duy nhất x∗ của bài toán (2.1).

2.2 Phương pháp dưới đạo hàm song song

Trong phần này, chúng tôi giới thiệu phương pháp chiếu dưới đạo hàm

song song giải bài toán cân bằng trên tập điểm bất động và chứng minh

sự hội tụ của thuật toán với giả thiết f là song hàm β−đơn điệu mạnh,

liên tục yếu với mỗi ε ≥ 0, x ∈ H. Để chứng minh sự hội tụ của dãy lặp

{xk}, {yk} ta cần tính phép chiếu khoảng cách lên tập C ở mỗi bước lặp.

Ta có thuật toán sau:

Thuật toán 2.2. Khởi tạo: Lấy điểm bất kỳ x0 ∈ H.

Các bước lặp: k = 1, 2, · · ·

Bước 1. Xây dựng dãy các dãy tham số dương
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τ ∈ (0, β), 0 < τk ≤ γk < min
{

2β
L2 ,

2(β−τ)
L2−τ2 ,

1
τ

}
, 0 < a ≤ αk,i < min

{
1−βi

2 : i ∈ I
}
,

εk ≤ γk,
∑∞

k=0 ε
2
k < +∞,∑∞

k=0 γk = +∞,
∑∞

k=0 γ
2
k < +∞,

∑∞
k=0 γkτk < +∞, µ ∈

(
0, 2β

L2

)
,

βk ∈
(

0, 1− γk(1−
√

1− 2µβ + µ2L2)
)
.

(2.4)

Bước 2. Tính
yki = (1− αk,i)xk + αk,iSi(x

k), ∀i ∈ I,

yk := yki0, với i0 = argmax{‖yki − xk‖ : i ∈ I},

xk+1 = βkx
k + (1− βk)yk − µγkuk, uk ∈ ∂τk2 f(yk, yk).

(2.5)

Bước 3. Đặt k := k + 1 và quay lại Bước 1.

Sự hội tụ của thuật toán được chứng minh trong Định lý 2.2.

Định lý 2.2. Cho song hàm f : H×H → R là β−đơn điệu mạnh, liên

tục yếu. Với mọi ε > 0, ∂ε2f(x, x) compact, liên tục Lipschitz với hằng

số L sao cho β ≤ L. Với mỗi i ∈ I, ánh xạ Si : H → H là βi− bán co,

Ω 6= ∅. Khi đó, các dãy {xk}, {yk} sinh bởi Thuật toán 2.2 hội tụ mạnh

tới nghiệm duy nhất x∗ của bài toán (2.1).

2.3 Một số ví dụ minh họa và kết quả tính toán

Trong mục này, chúng tôi sẽ thực hiện một số tính toán minh họa sự

hội tụ mạnh của các dãy lặp được sinh ra từ thuật toán. Chúng tôi cũng

so sánh thuật toán đề xuất với phương pháp kiểu dưới đạo hàm ((STM))

của Iiduka và Yamada (2009) (Thuật toán 3.2), phương pháp dưới đạo

hàm tăng cường của Anh, P.N. và Kim, J.K., Muu, L.D. (2012).
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2.4 Phương pháp chiếu dưới đạo hàm tăng cường song song

Cho C là tập con lồi đóng khác rỗng trong H, các song hàm cân bằng

f : C × C → R, gj : C × C → R, f(x, x) = 0, gj(x, x) = 0 với mọi

x ∈ C, j ∈ J , I = {1, · · · , r}, J = {1, · · · ,m}. Bài toán cân bằng cho

song hàm f trên C được phát biểu như sau: Tìm x̄ ∈ C sao cho

f(x̄, y) ≥ 0, ∀y ∈ C. (2.6)

Ký hiệu tập nghiệm của bài toán này là S(C,f).

Trong chương này, chúng tôi xét một trường hợp đặc biệt của bài toán

cân bằng hai cấp:

Tìm x∗ ∈ Ω sao cho f(x∗, y) ≥ 0, ∀y ∈ Ω, (2.7)

với Fix(Si) là tập các điểm bất động của các ánh xạ nửa co Si : C →

C(i ∈ I) và Ω = ∩i∈IFix(Si) ∩ S(C,gj), j ∈ J .

Sự hội tụ của các dãy lặp sinh bởi thuật toán được chứng minh trong

Định lý 2.3 dưới các giả thiết tương đối nhẹ. Các kết quả tính toán trong

không gian vô hạn cũng như hữu hạn chiều được đưa ra để minh họa

cho các bước tính toán và sự hội tụ của các dãy lặp sinh bởi thuật toán.

2.4.1 Thuật toán và định lý hội tụ

Trong phần này chúng tôi sẽ trình bày các bước tính toán của thuật

toán với kỹ thuật xấp xỉ dưới đạo hàm và phép chiếu khoảng cách xấp

xỉ.

Thuật toán 2.3. Khởi tạo: Lấy điểm bất kỳ x0 ∈ C.

Các bước lặp: k = 1, 2, · · ·
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Bước 1. Xây dựng dãy các tham số

τ ∈ (0, β), τk ≤ γk < min
{

2β
L2 ,

2(β−τ)
L2−τ2 ,

1
τ

}
,

0 < a ≤ αk,i ≤ min
{

1−βi
2 : i ∈ I

}
,

0 < ā ≤ ρk,j ≤ b̄ < min
{

1
2c1j

, 1
2c2j

: j ∈ J
}
,

εk ≤ γk,
∑∞

k=0 ε
2
k < +∞,∑∞

k=0 γk = +∞,
∑∞

k=0 γ
2
k < +∞,

∑∞
k=0 γkτk < +∞.

(2.8)

Bước 2. Tính

yki = (1− αk,i)xk + αk,iSi(x
k), ∀i ∈ I,

yk := yki0, với i0 = argmax{‖yki − xk‖ : i ∈ I},

zkj = argmin
{
ρk,jgj(y

k, y) + 1
2‖y − y

k‖2 : y ∈ C
}
,

z̄kj = argmin
{
ρk,jgj(z

k
j , y) + 1

2‖y − y
k‖2 : y ∈ C

}
,

zk := z̄kj0, với j0 = argmax{‖z̄kj − yk‖ : j ∈ J},

xk+1 ∈ PrεkC (zk − γkuk), uk ∈ ∂τk2 f(zk, zk).

(2.9)

Bước 3. Đặt k := k + 1 và quay lại Bước 1.

Để chứng minh định lý về sự hội tụ của phương pháp chiếu song song

có sử dụng các kỹ thuật dưới đạo hàm xấp xỉ và phép chiếu khoảng cách

xấp xỉ, trước tiên, ta nhắc lại các bổ đề sau:

Bổ đề 2.6. Cho C là một tập con lồi, đóng, khác rỗng của không gian

Hilbert thực H; g : C × C → R là song hàm cân bằng, g(x, x) = 0, với

mọi x ∈ C. Với mỗi x ∈ C, g(x, .) là hàm nửa liên tục dưới, lồi, khả

dưới vi phân trên C đối với biến thứ 2. Với mỗi ε ≥ 0, nếu g là đơn điệu

mạnh trên C và ∂ε2g(x, x) là liên tục Lipschitz với hằng số L > 0 trên C,

khi đó, ánh xạ đa trị

S(x) := {x− γwx : wx ∈ ∂ε2g(x, x)} , ∀x ∈ C,
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là 2
√
γε− co với hằng số δ =

√
1− γ(2β − γL2), γ ∈

(
0, 2β

L2

)
.

Bổ đề 2.7. Cho C là một tập con lồi đóng khác rỗng trong không gian

Hilbert thực H. Song hàm h : C × C → R ∪ {+∞} thỏa mãn các điều

kiện:

• h(x, x) = 0 với mọi x ∈ C;

• Với mỗi x ∈ C, h(x, ·) lồi và khả dưới vi phân trên C;

• h giả đơn điệu trên C;

• h liên tục kiểu Lipschitz với hằng số γ1 > 0 và γ2 > 0.

Khi đó, nếu λ ∈
(

0,min
{

1
2γ1
, 1

2γ2

})
, thì ánh xạ S xác định và với x ∈ C,

yx = argmin

{
λh(x, y) +

1

2
‖y − x‖2 : y ∈ C

}
,

S(x) = argmin

{
λh(yx, y) +

1

2
‖y − x‖2 : y ∈ C

}
,

là tựa không giãn trên C.

Định lý 2.3. Cho f là song hàm β− đơn điệu mạnh liên tục yếu,

∂ε2f(x, x) liên tục L− Lipschitz trên C. Với mỗi i ∈ I, cho ánh xạ

Si : C → C là βi− nửa co sao cho tập Ω 6= ∅. Với gj(j ∈ J) là giả

đơn điệu, liên tục yếu, liên tục kiểu Lipschitz với hằng số c1j và c2j. Khi

đó các dãy {xk}, {yk} and {zk} sinh bởi thuật toán trên hội tụ mạnh tới

nghiệm duy nhất x∗ của bài toán (2.7).

Tiếp theo, ta giả sử rằng f, Si(i ∈ I) và g : C × C → R ∪ {+∞} thỏa

mãn các giả thiết:

(A1) Song hàm f là β−đơn điệu mạnh, liên tục yếu và ∂ε2f(x, x) liên tục

Lipschitz trên C với hằng số L > 0 với mọi ε > 0;

(A2) Các ánh xạ {Si : i ∈ I} là βi−nửa co;



14

(A3) Song hàm g giả đơn điệu, liên tục yếu, liên tục kiểu Lipschitz với

các hằng số c1 > 0, c2 > 0, g(x, x) = 0 với mọi x ∈ C.

Nếu Si(i ∈ I) là ánh xạ đồng nhất và gj = g(j ∈ J) thì ta có hệ quả

của Định lý 2.3.

Hệ quả 2.1. Cho các dãy số dương {ρk}, {εk}, {γk}, {τk} thỏa mãn các

điều kiện sau:

τ ∈ (0, β), 0 < τk ≤ γk < min
{

2β
L2 ,

2(β−τ)
L2−τ2 ,

1
τ

}
,

0 < ā ≤ ρk ≤ b̄ < min
{

1
2c1
, 1

2c2

}
,

εk ≤ γk,
∑∞

k=0 ε
2
k < +∞,∑∞

k=0 γk = +∞,
∑∞

k=0 γ
2
k < +∞,

∑∞
k=0 γkτk < +∞.

Khi đó, các dãy {xk}, {yk} được xác định theo lược đồ lặp sau đây:

x0 ∈ C,

yk = argmin
{
ρkg(xk, y) + 1

2‖y − x
k‖2 : y ∈ C

}
,

zk = argmin
{
ρkg(yk, y) + 1

2‖y − x
k‖2 : y ∈ C

}
,

xk+1 ∈ PrεkC (zk − γkuk), uk ∈ ∂τk2 f(zk, zk),

(2.10)

hội tụ mạnh tới nghiệm duy nhất của bài toán cân bằng hai cấp (2.7).

Khi gj = 0 (j ∈ J), bài toán (2.7) có dạng bài toán cân bằng trên tập

điểm bất động của ánh xạ nửa co Si (i ∈ I). Theo Định lý 2.3, lược đồ

lặp của bài toán (2.7) và sự hội tụ của các dãy lặp sinh bởi lược đồ được

thể hiện qua khẳng định sau
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Hệ quả 2.2. Giả sử rằng các dãy {xk}, {zk} được xác định như sau:

x0 ∈ C,

yki = (1− αk,i)xk + αk,iSi(x
k), ∀i ∈ I,

yk := yki0, với i0 = argmax{‖yki − xk‖ : i ∈ I},

xk+1 ∈ PrεkC (yk − γkuk), uk ∈ ∂τk2 f(yk, yk).

(2.11)

Các dãy tham số dương {αk,i}(i ∈ I), {εk}, {γk}, {τk} được chọn thỏa

mãn các điều kiện sau:

τ ∈ (0, β), 0 < τk ≤ γk < min
{

2β
L2 ,

2(β−τ)
L2−τ2 ,

1
τ

}
,

0 < a ≤ αk,i ≤ min
{

1−βi
2 : i ∈ I

}
,

εk ≤ γk,
∑∞

k=0 ε
2
k < +∞,∑∞

k=0 γk = +∞,
∑∞

k=0 γ
2
k < +∞,

∑∞
k=0 γkτk < +∞.

Khi đó, các dãy {xk}, {yk} hội tụ mạnh tới nghiệm duy nhất x∗ của Bài

toán (2.7).

2.4.2 Tính toán thực nghiệm

Trong phần này, chúng tôi trình bày một số tính toán số minh họa cho

các bước tính toán của lược đồ (2.10), lược đồ (2.11). Các chương trình

tính toán được thực hiện trong môi trường MATLAB R2014a trên PC

Intel(R) Core(TM) i5-7360U CPU @ 2.30GHz 8.00GB Ram. Chúng tôi

cũng so sánh sự hội tụ của các dãy lặp sinh bởi các lược đồ tính toán đề

xuất (2.11) với phương pháp kiểu dưới đạo hàm được đưa ra bởi Iiduka

H., Yamada I. (2009) (thuật toán 3.2), Scheme (2.3) và thuật toán xấp xỉ

co trong của Hai, T.N. (2017) (thuật toán 4.1), Scheme (2.10) và phương

pháp dưới đạo hàm xấp xỉ của Anh P.N. (2017) (thuật toán 2).
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Chương 3

Phương pháp dưới đạo hàm quán

tính

Trong chương này, chúng tôi giới thiệu thuật toán lặp mới giải bài

toán cân bằng trên tập ràng buộc là giao của các tập điểm bất động của

ánh xạ nửa co trong không gian Hilbert.

Thuật toán thứ nhất có sử dụng kỹ thuật mới là phương pháp hướng

giảm lai ghép, kỹ thuật dưới đạo hàm giải bài toán cân bằng EQ(Ω, f)

với giả thiết song hàm f là đơn điệu mạnh và liên tục kiểu Lipschitz trên

H. Thuật toán thứ hai dựa trên các kỹ thuật ngoại suy quán tính, chiếu

song song và nguyên lý bài toán phụ. Sự hội tụ mạnh của dãy lặp sinh

bởi thuật toán được chứng minh trong các Định lý 3.1, Định lý 3.2 với

các điều kiện phù hợp trên bộ tham số.

3.1 Phương pháp dưới đạo hàm quán tính

3.1.1 Thuật toán và định lý hội tụ

Để giải bài toán cân bằng trên tập điểm bất động EQ(Ω, f), ta giả sử

song hàm f , các ánh xạ Sk (k ∈ I) và các tham số thỏa mãn các điều

kiện:
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(A1) Song hàm f là β−đơn điệu mạnh, khả dưới vi phân theo biến thứ 2

của f ∂2f(x, x) compact và liên tục L−Lipschitz;

(A2) Với mỗi k ∈ I, các ánh xạ Sk là ξk−nửa co và thỏa mãn điều kiện

(Z), Ω :=
⋂
k∈I Fix(Sk) 6= ∅;

(A3) Với mọi k ≥ 0, các tham số dương βk, γk, τk, λk, {µk} thỏa mãn các

điều kiện:

0 < c1 ≤ βk ≤ c2 < 1, µk ≤ η,

αk ∈ (0, 1− ξk], infk αk > 0,

0 < γk < 1, lim
k→∞

γk = 0,
∑∞

k=1 γk =∞,

lim
k→∞

τk
γk

= 0, λk ∈
(
β
L2 ,

2β
L2

)
, a ∈ (0, 1),

√
1− 2λkβ + λ2

kL
2 < 1− a.

(3.1)

Thuật toán 3.1. (Phương pháp dưới đạo hàm lai ghép quán

tính)

Khởi tạo: Lấy các điểm bất kỳ x0, x1 ∈ H.

Các bước lặp: k = 1, 2, · · ·

Bước 1. Tính tham số quán tính

θk =


min

{
µk,

τk
‖xk − xk−1‖

}
nế ‖xk − xk−1‖ 6= 0,

µk ngược lại.

(3.2)

Bước 2. Tính

wk = xk + θk(x
k − xk−1) (lặp quán tính),

S̄kw
k = (1− αk)wk + αkSkw

k,

yk ∈ ∂2f(wk, wk) ,

zk = (1− γk)S̄kwk + γk
[
wk − λkyk

]
,

S̄kz
k = (1− αk)zk + αkSkz

k,

xk+1 = (1− βk)S̄kwk + βkS̄kz
k.

(3.3)
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Bước 3. Đặt k := k + 1 và quay lại Bước 1.

Sự hội tụ mạnh của các dãy lặp sinh bởi thuật toán được chứng minh

trong Định lý 3.1

Định lý 3.1. Giả sử các giả thiết (A1) − (A3) thỏa mãn. Khi đó, dãy

{xk} sinh bởi Thuật toán 3.1 hội tụ mạnh tới nghiệm duy nhất x∗ của

bài toán EQ(Ω, f).

3.1.2 Một số tính toán thực nghiệm

Trong mục này, chúng tôi sẽ thực hiện một số tính toán minh họa sự

hội tụ mạnh của các dãy lặp được sinh ra từ thuật toán. Chúng tôi cũng

so sánh thuật toán đề xuất với phương pháp chiếu song song (PPA)

(Anh .P.N., 2022), Thuật toán 3.1, Thuật toán 4.1.

3.2 Nguyên lý bài toán phụ quán tính song song

3.2.1 Thuật toán và định lý hội tụ

Giả sử các giả thiết sau được thỏa mãn

(A1) Ánh xạ f : H × H → R là β−đơn điệu mạnh và liên tục Lipschitz

với các hằng số dương c1, c2 thỏa mãn β > c1.

(A2) Với mọi i ∈ I, các ánh xạ Si : H → H là βi−nửa co và nửa

đóng tại không (demicontractive and demiclosed at zero). Tập Ω :=

∩i∈IFix(Si) khác rỗng.
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Bộ tham số điều khiển của được chọn thỏa mãn các điều kiện:
τ ∈ (0, β − c1), {λk} ⊂ [ā, â] ⊂ (0, 1), λ2

k + τ−4(β−c1)
2τ2(β−c1) λk + β−c1−τ

τ2(β−c1) ≥ 0,

ζk ∈ (0, 1
τ ā),

∞∑
k=1

ζk = +∞, τk > 0,
∞∑
k=1

τk < +∞,

µk > 0, γk,i ∈ (b̄, b̂) ⊂ (0, 1−max{βi : i ∈ I}), ∀i ∈ I.
(3.4)

Khi đó, thuật toán nguyên lý bài toán phụ quán tính song song (PIAPA)

gồm các bước tính toán:

Thuật toán 3.2. Chọn các điểm khởi tạo x0, x1 ∈ H.

Bước 1. Cho trước dãy lặp xk−1, xk, tính

wk = xk + αk(x
k − xk−1), (3.5)

với

αk =


min

{
τk

‖xk−xk−1‖ , µk

}
, khi ‖xk − xk−1‖ 6= 0,

µk ngược lại.

(3.6)

Bước 2. Lấy

uki = (1− γk,i)wk + γk,iSi(w
k).

Đặt tk := uki0,với i0 ∈ argmax{‖uki − wk‖ : i ∈ I}.

Step 3. Tính

yk = argmin

{
λkf(tk, x) +

1

2
‖x− tk‖2 : x ∈ C

}
,

xk+1 = (1− ζk)tk + ζky
k.

Cho k := k + 1, quay trở lại Bước 1.

Chú ý rằng, trong thuật toán trên, wk được tính bằng kỹ thuật lặp

quán tính, tk được tính bằng kỹ thuật song song. Dãy điểm lặp xk+1

được tính toán dựa trên phương pháp lặp Mann và nguyên lý bài toán



20

phụ. Cần nhắc lại rằng một điểm xk sinh bởi Thuật toán 3.2 là một

ε−nghiệm của bài toán EQ(Ω, f) nếu ‖xk+1 − xk‖ ≤ ε.

Để chứng minh sự hội tụ của dãy lặp sinh bởi Thuật toán 3.2, ta nhắc

lại bổ đề sau:

Bổ đề 3.1. Cho dãy số dương {ak} và dãy số thực {pk}. Gọi {αk} là

dãy số thực trong đoạn (0, 1) thỏa mãn
∞∑
k=1

αk =∞. Giả sử

ak+1 ≤ (1− αk)ak + bk, k = 1, 2, · · · .

Khi đó, nếu lim sup
k→∞

bk
αk
≤ 0 hoặc

∞∑
k=1

bk < +∞, thì lim
k→∞

ak = 0.

Ta có Định lý 3.2

Định lý 3.2. Giả sử các giả thiết (A1), (A2) được thỏa mãn. Với điều

kiện (3.4), dãy {xk} sinh bởi Thuật toán 3.2 hội tụ mạnh tới nghiệm duy

nhất x∗ của bài toán EQ(Ω, f).

3.2.2 Một số tính toán

Trong phần này, chúng tôi sẽ thực hiện một số tính toán số. Thuật

toán (PIAPA) đề xuất sẽ được so sánh với Thuật toán chiếu song song

(PPA) (CT1., Lược đồ 3.1) và Thuật toán kiểu dưới gradient (STA) của

Iiduka H. (2003) (Thuật toán 3.2).
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KẾT LUẬN

1. Kết quả đạt được

Trong luận án này, chúng tôi đã đề xuất một số phương pháp giải

bài toán cân bằng hai cấp trên tập điểm bất động của các ánh xạ nửa

co và đã đạt được một số kết quả chính sau đây:

(i) Đề xuất hai thuật toán mới giải bài toán cân bằng trên tập điểm

bất động trong không gian Hilbert thực H. Sự hội tụ mạnh của các

thuật toán được chứng minh trong các Định lý 2.1 và 2.2. Kết quả

này được công bố trong [CT1.], Danh mục công trình đã được công

bố của tác giả.

(ii) Đề xuất một phương pháp chiếu mới để giải bài toán hai cấp trên

giao của tập điểm bất động và nghiệm của bài toán cân bằng. Sự

hội tụ của các dãy lặp sinh bởi thuật toán được chứng minh Định lý

2.3. Kết quả này được công bố trong [CT4.], Danh mục công trình

đã được công bố của tác giả.

(iii) Đề xuất hai thuật toán giải bài toán cân bằng trên tập ràng buộc

là giao của các tập điểm bất động của ánh xạ nửa co trong không

gian Hilbert. Dưới giả thiết song hàm f là đơn điệu mạnh và liên

tục kiểu Lipschitz trên H, các dãy lặp sinh bởi hai thuật toán đều

hội tụ mạnh tới nghiệm của bài toán đang xét. Kết quả này được

công bố trong [CT2., CT3.], Danh mục công trình đã được công bố
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của tác giả.

(iv) Các tính toán số trong không gian vô hạn, hữu hạn chiều được thực

hiện để minh họa cho các bước tính toán trong các thuật toán và sự

hội tụ của các dãy lặp sinh bởi thuật toán. Mỗi thuật toán đề xuất

đều được so sánh với một số thuật toán của các tác giả khác đã được

công bố.

2. Một số hướng nghiên cứu tiếp theo

Bên cạnh những kết quả đã đạt được trong luận án, chúng tôi có thể

nghiên cứu theo các hướng tiếp theo như sau:

• Tiếp tục nghiên cứu thêm các thuật toán giải bài toán cân bằng hai

cấp nói riêng và bài toán cân bằng tổng quát nói chung;

• Đánh giá sai số và tốc độ hội tụ của một số thuật toán được đề xuất

trong luận án;

• Áp dụng các thuật toán đã được nghiên cứu cho các mô hình thực

tiễn và tính toán độ phức tạp của thuật toán.
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